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大学初年次で学ぶ線形代数において，アルゴリズムにしたがった行列の変形を筆算で行えることは，
理論の理解の上でも，実用的にも有用と考えられている．しかし筆算では，成分の加減乗除や転記
などの非本質的なミスにより，学習者による理解や教授者による採点を困難にすることがある．本
システムは非本質的なミスを防いで学習を支援するとともに，最終的な変形すなわち「計算過程」を
構成するに至る「思考過程」のデータを取得し，教授者に提示する．本システムの学習者向けユー
ザインターフェースと教授者向け表示の改善，授業での実践を報告する．
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1 はじめに
何かの答を，学習が自ら構成した根拠とともに示
せる，という学習目標を考える．この学習の 2つの
困難に着目する．1つは，テストで評価するときの
解答時間が，答のみよりも答と根拠のほうが長くな
る傾向にあることである．もう 1つは，答が 1つに
定まるときにも正しい根拠は複数ある得るため，教
授者やコンピュータによる採点やフィードバックに
リソースを多く要することである．
数学で例をあげると，このような学習目標は，量
や式の最終的な答を求められることに加え，計算過
程や証明を正しく記述できるというものである．そ
れぞれのテストは短答式と過程記述式に対応する．

「計算過程」を構成する際に，学習者は一般に試
行錯誤を行う．すなわち，部分的な計算過程や誤っ
た計算過程の構成を経て正しい計算過程に到達する
ことがある．この「根拠や計算過程を構成する過程」
のことをここでは「思考過程」と呼ぶ．足場かけとし
て思考過程に基づいて途中で介入を行うことで，学
習を支援できる可能性がある．また，思考過程を記
録し事後に分析することで，より効果的な学習支援
を行える可能性がある．
数学で言えば，「思考過程」は消しゴムと鉛筆を
使って答案を下書きしたり書き直したりする作業と
して現れる．これは動画などで記録できるが，含ま
れる情報が多く，分析するのは難しい．
著者は共同研究者とともに，このような問題意識
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から，線形代数による行列の基本変形という，数学
の特定の計算過程記述問題の学習・教授を支援する
システムを開発してきた (1, 2)．本システムは，アル
ゴリズムにしたがった行列の基本変形について，学
習者による計算過程の構成を容易にする．また，「思
考過程」を記録し可視化する．本システムを授業で
試用し学習履歴データを取得した (3)．
本論文では，本システムへの機能の追加と，その
授業での試用と学習履歴データの分析を報告する．

2 線形代数の基本変形アルゴリズム
行列の基本変形とは，次の 3種の基本操作の有限
列である (4)．

R1:swap 第 i行と第 j( ̸= i)行を交換する

R2:mul 行列の i行の全成分を係数 c( ̸= 0)倍する

R3:add 第 i行を係数 a倍して第 j( ̸= i)行に加える

基本変形は行列の階数や簡約形を変えないことか
ら，与えられた行列に応じて基本操作を部品として
て並べて基本変形を構成し，与えられた行列を望ま
しい形に変形するアルゴリズムが多く知られている．
ここでは，基本操作の列である基本変形が「計算過
程」にあたる．このようなアルゴリズムの理解は，
データサイエンスや広く理工学において重要である．
そのようなアルゴリズムとしてよく知られたもの
に掃き出し法（ガウスの消去法）がある．任意の行
列を簡約形という標準形に変形するもので，連立 1

次方程式の求解や行列式の計算などに用いられる．
このアルゴリズムを自動で行うツールは多く存在
するが，九九の暗記が有用であるのと同様に，アル
ゴリズムを筆算で実行できることは計算にも理論の
理解にも有用と考えている数学の専門家は多い．
本システムでは，学習目標を，アルゴリズムに従っ
て基本操作の列 (計算過程)を構成し，最終的な行列
を得られること，としている．

3 システムの概要
本システムは PC，スマートフォンのWebブラウ
ザで，インターネット上のWebアプリケーションを
利用するクライアントサーバシステムである．フロ
ントエンドには JavaScript，サーバサイドに PHPを
使用している．
学習者のWebページには，変形対象の行列が表示
される（図 1）．本システムは実有理数成分の行列に
のみ対応している．基本操作を 1つ指定するのに必
要なのは，種類 (R1,R2,R3)，基本操作が働く行番号
と有理数の係数である．学習者は，種類と行番号を
画面上のタッチやクリックで指定する．有理数係数
の入力については 4.1節で述べる．
学習者は，基本操作の不適切な並べ方 (誤った計算
過程)を入力することはできるが，誤った部品（基本
操作でないもの）を使うことはできない．筆算の場
合に起こりうる誤りの一部を禁止して，学習者が基
本操作とその順序の決定に集中することが足場かけ
となっている．
ページには，その時点までに構成した基本変形 (計
算過程)と，変形結果の行列が表示される．学習者
は，アルゴリズムの終了条件が満たされたと考えた
時点で「完了宣言」ボタンをクリックする．実際に
終了条件が満たされているかどうかが判定される．
システムは，学習者によるこれらすべての入力と，
その段階の行列，時刻，学習者 IDを 1レコードとし
てデータベースに記録する．各基本操作の所要時間
や，ひとつの基本操作を取り消す Undoや完了宣言
の実行が，筆算の最終的答案には含まれない「思考
過程」に関わる情報である．

4 システムの改良
4.1 仮想キーボードの導入
基本操作R3では，有理数の係数を指定する必要が
ある．一般に有理数は±n,±n/mの形で通常のキー
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ボードでテキスト入力することが可能である．しか
し，キャラクタ +,−, / と数字は，多くのスマート
フォンのキーボードで同時には表示されない．また，
これらのキャラクタだけを許しても，有理数として
意味のない文字列を入力することができてしまう．
著者と共同研究者の先行研究 (2) では，HTMLの

select要素を用いて 1 ≤ m,n ≤ 99の範囲の ±mと
nをそれぞれ，入力することで，誤りを防いでいた．
しかし，複雑な有理数の入力には多量のスクロール
が必要だった．
改良したシステムでは入力の労力と時間の軽減を
意図してソフトウェアキーボードを導入した．jQuery

UIを用いて構築された，jQueryの Keyboardプラグ
イン (5) で，0–9,+,−, /キーだけを表示した（図 1）．
学習者は画面上のキーをタッチまたはクリックして
有理数を入力する．

4.2 変形過程の教授者向け表示
3節で述べた通り，学習者はページ下部でその時
点までの基本変形を確認することができる（図 1）．
教授者が同様の過程を閲覧できることは，学習状況
の分析の上で有用である．
そこで，基本変形と，各基本操作の所要時間に加
え，その時点の行列と，各操作がアルゴリズムに従っ
たものかどうかのラベルを付加して，教授者向けに，
事後に表示する改良を行った．図 2で，上から順に，
基本操作，直前の操作からの所要時間（秒），操作後
の行列（赤が階段部分，青が再帰的に階段化すべき
部分），基本操作の種類，ラベル，その日本語による
説明，である．
ガウスの消去法は，行列に零の成分を増やし，階
段の形を増やすアルゴリズムである．アルゴリズム
とはいっても，基本操作の順序を完全には指定して
いない．例えば，成分 0を持つ行を，0でない成分
を持ついずれかの行と入れ替える，などの指示には
不定性がある．プログラムとして書くときは，最初

表 1: 基本操作のラベルの定義
ラベル 意味
Best 階段を増やす基本操作
Good 零成分を増やす基本操作
Acepted 学習者の自由度で選択可能な基本

操作
Bad 本来アルゴリズムの許さない零成

分を減らす基本操作
Destroying 本来アルゴリズムの許さない階段

を減らす基本操作
Other 初期化，完了宣言など

に現れた非零な行，のようにして無理に不定性を除
くが，学習者が操作する際には，操作の適用結果が
簡単な有理数になるものを選ぶような自由度を残す
のが現実的である．そこで，その時点での基本操作
がアルゴリズムに即しているかどうかを表 1の 5段
階にラベル付けして表示している．Undo は逆基本
操作とみなしてラベル付けした．

4.3 実践を行った授業への対応
先行研究 (3)と異なる教科書 (4)を用いた授業 (5節)

で使用するため，次の変更を行った．
2つの教科書で，基本操作 R1,R2,R3の組は同じで
あるものの，番号，名称，記号が異なっていた．教
科書の流儀に対応した表示とした．
先行研究 (3)で実践した科目では，前進消去，後退
消去のアルゴリズムを採用していた．一方，本報告
で述べる科目では教科書 (4)にしたがい，前進消去の
みからなるアルゴリズムを採用した．これに対応し
て学習者用ページの終了宣言の判定を変更した．新
たに実装した教授者向け表示（4.2節）のラベル付け
もこれにしたがった．

5 実践と学習履歴の分析
著者を担当教員とする，理系大学 1年次の線形代
数の科目 (履修登録 130名)において本システムを試
用した．当該授業はBYODの対面授業で全員がノー
ト PCを持参することになっているが，本システムを
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図 1: ソフトウェアキーボード

図 2: 教授者向けの計算過程の表示 (部分)

0

300

600

900

0 20 40 60
time(sec)

n
u
m

b
e
r 

o
f 

o
p
e
ra

ti
o
n
s

Bad/Destroying

Acceptedf

Good/Best

図 3: 所要時間の分布
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使用するデバイスは PC，タブレット，スマートフォ
ンいずれも可とした．本システムを授業時間内で指
示にしたがって使用すること，および授業内外の任
意の時点で使用してよいことを伝えた．また，本シ
ステムの使用は成績に算入しないこと，「与えられた
行列を簡約形にせよ」という問が，本システムを使
用しない，筆算による小テストに出題されることを
説明した．
本システムは，学習者ごとの，基本操作等（Undo，
完了宣言を含む）の時系列データを取得する．した
がって，連続する 2つの基本操作の間の経験遷移確
率行列なども算出可能である．この実践では，研究
への使用に同意した受講生の操作の 7294レコード
を取得した．

5.1 ラベルと所要時間
全ユーザの全基本操作等について，所要時間の分
布を，4.2節で述べたラベルごとの積み上げヒストグ
ラムとして図 3に示す．
所要時間は，次に行うべき基本操作を導出する時
間の和と，本システムを操作する時間の和と考えられ
る．ピーク付近が，本システムを操作する時間の代
表的な値と考える．一方，学習者が基本操作を行っ
た後，数日間放置したような場合にも，システムの
セッション管理の範囲内では続けた操作とみなして
所要時間を計算することから，分布は右に尾を引い
ている．
誤りに分類される Bad/Destroyingのラベルが少な
いことから，アルゴリズムを理解した状態でこのシ
ステムを使用している受講者が多いことを示唆する．
なお，Bad/Destroyingの所要時間の中央値 14.3秒は，
Accepted 9.1秒，Good/Best 7.9秒よりも長かった．

5.2 思考過程における Undoの使用状況
先行研究 (3) では，Undo回数の分析から思考過程
の考察を行った．ここでは，ラベルごとに Undoが
どのような頻度で選択されるかを調べた．表 2の通

表 2: Undoの使用回数の比較
基本操作等 直前のラベル

Bad/Destroying 任意
swap 1 338
mul 3 1053
add 30 3662
undo 38 740
他 9 1501
計 81 7294
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図 4: 入力方法，基本操作による所要時間

り，Badや Destroyingのときに，それを打ち消すこ
とに Undoを使う頻度が高いことを示す．

5.3 有理数係数入力方法と所要時間
3 つの基本操作 R1:swap,R2:mul,R3:add のうち，

R2,R3のみが，有理数係数の入力を要する．これら
について，ソフトウェアキーボードによる 2022年度
の実践で入力に要した時間の分布を，select要素によ
る 2019年度の実践と対比して図 4に示す．
被験者もタスクも異なるため，単純な比較はでき
ないが，R1と R2,R3の差が，有理数入力に要する時
間と関係する可能性がある．ソフトウェアキーボー
ドのほうが，差が小さい．

5.4 学習者の主観評価
学期末に行った科目のアンケートでの，本システ
ムに関する設問の回答結果を表 3,4に示す．本シス
テムは肯定的に評価されていると考える．なお，こ
の授業の学期後半では，本システムを列基本変形を
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表 3: 有用性についての回答
学習に役立ちましたか 回答数
役立った 33
まあ役立った 14
あまり役立たなかった 6
役立たなかった 1

表 4: 使いやすさについての回答
使いやすかったですか 回答数
使いやすい 25
まあ使いやすい 21
やや使いにくい 8
使いにくい 1

許す行列式の計算にも利用した．この節の回答はそ
の利用後のものだが，本論文その他の結果には行列
式の計算は含まない．

6 議論
4.2節で述べた計算過程の表示は，操作完了後の学
習者に対しても有効なフィードバックとなる可能性
がある．さらに，学習者の計算過程構成中に，直前
に選択した基本操作に対するフィードバックや，次
に加える基本操作の選択に対するヒントを提示する
ことが考えられる．
本論文で実践を報告した科目の小テストでは，有
理数の加減乗除を含む筆算による基本変形ができる
かどうかを評価している．本システムは，小テスト
の学習目標への足場かけとなることを意図している
が，学習目標は異なる．この違いが学習者に混乱を
招いていないか，検討が必要である．
本システムは現在，テスト（評価）に特化した機能
を有していないが，試験監督により参照，相談条件
を課し，一定時間内に計算過程を構成してスクリー
ンショットを撮って提出するようなテストは可能と
考える．
本システムは jQuery UI の Draggable プラグイン
と jQuery UIの修正 jQuery UI Touch Punch(6) に基づ
いて開発されている．jQuery UIの開発は終了してい

るため，持続的な開発方針の検討が必要である．

7 おわりに
本報告では，行列簡約化アルゴリズム学習支援シ
ステムの改良，授業に即した修正，実践の学習履歴
の分析を述べた．本システムをより汎用なものする
ことに加え，学習者ごとの学習履歴の分析を行う予
定である．
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